
Glava 1

Linearni operatori u

kona£nodimenionalnim vektorskim

prostorima

U ovoj glavi ¢emo se upoznati sa preslikavanjima jednih vektorskih prostora u druge. Takva
preslikavanja ¢emo nazivati operatorima. Linearna algebra se bavi operatorima koji imaju
svojstvo linearnosti.

1.1 De�nicija i osnovna svojstva

Neka su V i W vektorski prostori nad poljem P.

De�nicija 1.1.1. Preslikavanje A : V → W se naziva linearnim operatorom ako ispunjava
sljede¢a dva uslova:

(i) A (x+ y) = A x+ A y, ∀x, y ∈ V (aditivnost) i
(ii) A (αx) = αA x, ∀x ∈ V i ∀α ∈ P (homogenost).

Linearne operatore ¢emo uvijek ozna£avati velikim latinskim pisanim slovima, recimo A ,
B, C , itd. Sa L(V → W ) ozna£avamo skup svih linearnih operatora koji preslikavaju prostor
V u prostor W (kasnije ¢emo vidjeti da je rije£ o vektorskom prostoru nad poljem P). Dakle,
oznaka A ∈ L(V → W ) zna£i da je A linearan operator iz prostora V u prostor W .

Lema 1.1.2. A : V → W je linearan operator, ako i samo ako vaºi

A (αx+ βy) = αA x+ βA y, ∀x, y ∈ V i ∀α, β ∈ P.

Dokaz. Ako je A linearan operator, tada za x, y ∈ V i α, β ∈ P imamo

A (αx+ βy) = A (αx) + A (βy) = αA x+ βA y.

Obrnuto, ako je ispunjeno svojstvo u formulaciji leme, tada moºemo postaviti α = 1 i β = 1
kako bismo ustanovili aditivnost operatora, a potom α = 1 i β = 0 £ime zaklju£ujemo da vaºi
i homogenost.
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1.1. DEFINICIJA GLAVA 1. LINEARNI OPERATORI

Lema 1.1.3. Neka je A ∈ L(V → W ). Tada vaºi A θV = θW (tj. A preslikava nula-vektor
prostora V u nula-vektor prostora W ) i A (−x) = −A x, ∀x ∈ V .

Dokaz. Imaju¢i u vidu svojstvo homogenosti, nalazimo A θV = A (0 · θV ) = 0 · A θV = θW i
A (−x) = A ((−1) · x) = (−1) ·A x = −A x.

Primjer 1.1.4. (i) Razmotrimo operator A : Rn → Rn, A x = 2x, ∀x ∈ Rn. Vaºi

A (x+ y) = 2(x+ y) = 2x+ 2y = A x+ A y, ∀x, y ∈ Rn

i

A (αx) = 2(αx) = α(2x) = αA x, ∀x ∈ Rn i ∀α ∈ R.

Dakle, moºemo zaklju£iti da je A linearni operator, tj. A ∈ L(Rn → Rn).
(ii) Razmotrimo operator P koji preslikava prostor R2 u R2 zadat na sljede¢i na£in:

Px =

(
x1
0

)
, ∀x =

(
x1
x2

)
∈ R2.

Za x =

(
x1
x2

)
∈ R2 i y =

(
y1
y2

)
∈ R2 je x+ y =

(
x1 + y1
x2 + y2

)
i prema tome

P (x+ y) =

(
x1 + y1

0

)
=

(
x1
0

)
+

(
y1
0

)
= Px+ Py.

Kako je αx =

(
αx1
αx2

)
, ∀α ∈ R, imamo

P (αx) =

(
αx1
0

)
= α

(
x1
0

)
= αPx.

Ovim smo ustanovili da je P linearni operator.
Operator P se naziva operatorom projekcije.
(iii) Na prostoru geometrijskih vektora R2 razmotrimo operator rotacije za ugao π

2
suprotno

kazaljci na satu. Ozna£imo ovaj operator sa Rπ
2
. Moºemo se neposredno provjeriti da je Rπ

2

linearni operator, tj. Rπ
2
∈ L(R2 → R2).

(iv) Neka je Mn vektorski prostor svih polinoma stepena ≤ n sa koe�cjentima iz polja R
i razmotrimo operator diferenciranja D . Iz svojstava diferenciranja znamo da ovaj operator
preslikava Mn u Mn−1 i da pri tome vaºi

D(p+ q) = Dp+ Dq, ∀p, q ∈Mn

i

D(αp) = αDp, ∀p ∈Mn i ∀α ∈ R.

Prema tome D je linearni operator iz prostora Mn u Mn−1, tj. D ∈ L (Mn →Mn−1).
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GLAVA 1. LINEARNI OPERATORI 1.2. JEZGRO I SLIKA

1.2 Jezgro i slika linearnog operatora

Jezgro operatora je skup svih vektora koji se slikaju u nula-vektor, dok je njegova slika skup
svih vektora u koje se neki vektor preslikava. Ova dva pojma ¢emo precizirati u de�nicijama
koje slijede.

De�nicija 1.2.1. Jezgro linearnog operatora A ∈ L(V → W ) je skup

KerA = {u ∈ V : A u = θW}.

De�nicija 1.2.2. Slika linearnog operatora A ∈ L(V → W ) je skup

ImA = {w ∈ W : ∃u ∈ V A u = w}.

Primjer 1.2.3. (i) Za operator rotacije u ravni za ugao π
2
imamo KerRπ

2
= {θ} i ImRπ

2
= R2.

Slika 1.1: Operator rotacije za ugao π
2

(ii) Razmotrimo operator projekcije P ∈ L(R2 → R2) zadat sa P

(
x1
x2

)
=

(
x1
0

)
. Lako

je vidjeti da je KerP = {x ∈ R2 : x =

(
0
x2

)
} i ImP = {x ∈ R2 : x =

(
x1
0

)
}.

Slika 1.2: Operator projekcije na x-osu.

(iii) Jezgro operatora D ∈ L (Mn →Mn−1) £ine svi polinomi konstante, dok su u njegovoj
slici svi polinomi stepena ≤ n− 1. Dakle, KerD = {const} i ImD =Mn−1.

Napomena 1.2.4. Ukoliko jezgro operatora sadrºi samo nula-vektor (kao, na primjer, u slu£aju
operatora Rπ

2
), govori¢emo da je jezgro operatora trivijalno.
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1.2. JEZGRO I SLIKA GLAVA 1. LINEARNI OPERATORI

Teorema 1.2.5. (i) Jezgro linearnog operatora A ∈ L(V → W ) je vektorski potprostor u V .
(ii) Slika linearnog operatora A ∈ L(V → W ) je vektorski potprostor u W .

Dokaz. (i) Neka su u, v ∈ KerA proizvoljni vektori i α ∈ P proizvoljna skalar. Tada je
A u = A v = θW . Prema tome je A (u+v) = A u+A v = θW+θW = θW . Dakle, u+v ∈ KerA .
Tako�e je A (αu) = αA u = α · θW = θW . Dakle, imamo αu ∈ KerA . Sada moºemo zaklju£iti
da je KerA zaista vektorski potprostor u V .

(ii) Pretpostavimo da su w, z ∈ ImA proizvoljni vektori i α ∈ P proizvoljan skalar. Tada
postoje u, v ∈ V tako da je A u = w i A v = z, pa imamo A (u+v) = A u+A v = w+z. Dakle,
vektor u+ v ∈ V se slika u w + z, tj. w + z ∈ ImA . Primjenom svojstva homogenosti imamo
A (αu) = αA u = αw, pa se, dakle, vektor αu slika u αw, tj. αw ∈ ImA . Iz prethodnog slijedi
da je ImA zaista vektorski potprostor u W .

Teorema 1.2.6. Neka je A ∈ L(V → W ) i neka je {u1, u2, . . . , un} baza u prostoru V . Tada
je

ImA = Lin{A u1,A u2, . . . ,A un}.
Dokaz. Neka je w ∈ ImA proizvoljan vektor. Tada postoji v ∈ V tako da je w = A v. Ako je
v =

∑n
j=1 αjuj razlaganje vektora v po bazi u V , tada imamo

w = A v = A

(
n∑
j=1

αjuj

)
= αj

n∑
j=1

A uj.

Dakle, w ∈ Lin{A u1,A u2, . . . ,A un}, tj. ImA ⊆ Lin{A u1,A u2, . . . ,A un}.
Pokaºimo sada obrnutu inkluziju. Neka je v ∈ Lin{A u1,A u2, . . . ,A un}. Tada je

v =
n∑
j=1

βjA uj = A

(
n∑
j=1

αjuj

)
∈ ImA .

Dakle, Lin{A u1,A u2, . . . ,A un} ⊆ ImA .

Primjer 1.2.7. (i) Razmotrimo operator projekcije P ∈ L (R2 → R2). U R2 izaberimo bazu
{u1, u2}, gdje je

u1 =

(
1
3

)
i u2 =

(
−4
2

)
.

Tada imamo

Pu1 =

(
1
0

)
i Pu2 =

(
−4
0

)
.

Prema prethodnoj teoremi je

Lin{Pu1,Pu2} = α1

(
1
0

)
+ α2

(
−4
0

)
= {x ∈ R2 : x =

(
x1
0

)
} = ImP.

(ii) Za operator rotacije Rπ
2
∈ L(R2 → R2) razmotrimo standardnu bazu {~e1, ~e2} u R2.

Primijetimo da je
Rπ

2
~e1 = ~e2 i Rπ

2
~e2 = −~e1,

pa je ImRπ
2
= Lin{~e2,−~e1} = R2.

(iii) Razmotrimo standardnu bazu {1, t, t2, . . . , tn} u prostoru polinoma Mn. Kako je D1 =
0, Dt = 1, Dt2 = 2t, . . . ,Dtn = ntn−1, imamo ImD = Lin{0, 1, 2t, . . . , ntn−1} =Mn−1.
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GLAVA 1. LINEARNI OPERATORI 1.2. JEZGRO I SLIKA

Teorema 1.2.8. Neka je A ∈ L(V → W ) i {u1, u2, . . . , um} linearno zavisan sistem vektora
u prostoru V . Tada je {A u1,A u2, . . . ,A um} linearno zavisan sistem u W .

Dokaz. Neka je α1u1 + α2u2 + · · ·+ αmum = θV , pri £emu postoji αi 6= 0, 1 ≤ i ≤ m. Ako na
posljednju jednakost djelujemo operatorom A , dobijamo

A (α1u1 + α2u2 + · · ·+ αmum) = α1A u1 + α2A u2 + · · ·+ αmA um = A θV = θW .

Kako je rije£ o netrivijalnoj linearnoj kombinaciji, moºemo zaklju£iti da je sistem vektora
{A u1,A u2, . . . ,A um} linearno zavisan.

Ova teorema se moºe preformulisati na slede¢i na£in.

Posljedica 1.2.9. Neka je A ∈ L(V → W ). Ako je {A u1,A u2, . . . ,A um} linearno nezavisan
sistem vektora u W , tada je {u1, u2, . . . , um} tako�e linearno nezavisan sistem u V .

Teorema 1.2.10. Neka je {v1, v2, . . . , vn} baza u V , a {w1, w2, . . . , wn} proizvoljan sistem
vektora u W . Postoji jedinstven linearani operator A ∈ L(V → W ) tako da je A vj = wj,
j = 1, n.

Dokaz. Neka je u ∈ V proizvoljan vektor i u =
∑n

j=1 αjvj razlaganje vektora u po bazi u V .
De�ni²imo operator A ∈ L(V → W ) na sljede¢i na£in:

A u =
n∑
j=1

αjwj.

Neposredno se moºe provjeriti da je A zaista linearni operator. Tako�e imamo

A vj = A (0 · v1 + 0 · v2 + · · ·+ 1 · vj + · · ·+ 0 · vn)
= 0 · w1 + 0 · w2 + · · ·+ 1 · wj + · · ·+ 0 · wn = wj, j = 1, n,

Da ustanovimo jedinstvenost, pretpostavimo da i za linearni operator B ∈ L(V → W ) vaºi
Bvj = wj, j = 1, n. Izaberimo proizvoljan vektor u ∈ V i neka je u =

∑n
j=1 αjvj. Tada imamo

Bu = B

(
n∑
j=1

αjvj

)
=

n∑
j=1

αjBvj =
n∑
j=1

αjwj = A u.

Dakle, A u = Bu, ∀u ∈ V , tj. A ≡ B.

De�nicija 1.2.11. Rangom linearnog operatora A nazivamo dimenziju njegove slike. Oznaka:
rankA .

De�nicija 1.2.12. Defektom linearnog operatora A nazivamo dimenziju njegovog jezgra. Oz-
naka: defectA .

Dakle,
rankA = dim ImA i defectA = dimKerA .

Lema 1.2.13. Neka je A ∈ L(V → W ). Tada je rankA ≤ dimV .
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1.3. OPERACIJE GLAVA 1. LINEARNI OPERATORI

Dokaz. Neka je dimV = n i neka je {u1, u2, . . . , un} baza u prostoru V . Prema Teoremi 1.2.6
je ImA = Lin{A u1,A u2, . . . ,A un}, pa imamo

rankA = dim ImA = dimLin{A u1,A u2, . . . ,A un} ≤ n.

Napomenimo da ukoliko je sistem vektora {A u1,A u2, . . . ,A un} linearno nezavisan, ovdje vaºi
znak jednakosti, a ukoliko je taj sistem linearno zavisan, tada je rankA < n.

Teorema 1.2.14. Za svaki operator A ∈ L(V → W ) vaºi

rankA + defectA = dimV.

Dokaz. Neka je dimV = n i neka je dimKerA = k. Pokaza¢emo da je rankA = n−k. Izabe-
rimo bazu {u1, u2, . . . , uk} u potprostoru KerA i dopunimo je do baze {u1, . . . , uk, uk+1, . . . , un}
prostora V . Pokaza¢emo da je sistem vektora {A uk+1,A uk+2, . . . ,A un} baza za ImA . Zaista,
imamo

ImA = Lin{A u1, . . . ,A uk,A uk+1, . . . ,A un}
= Lin{θW , . . . , θW ,A uk+1, . . . ,A un} = Lin{A uk+1, . . . ,A un},

²to zna£i da sistem vektora {A uk+1,A uk+2, . . . ,A un} generi²e ImA . Preostaje da se pokaºe
da je taj sistem linearno nezavisan. Neka je αk+1A uk+1+αk+2A uk+2+· · ·+αnA un = θW . Ova

jednakost se moºe napisati u obliku A
(∑n

j=k+1 αjuj

)
= θW . Dakle,

∑n
j=k+1 αjuj ∈ KerA ,

²to zna£i da se ovaj vektor moºe razloºiti po bazi potprostora KerA . Neka je
∑n

j=k+1 αjuj =∑k
j=1 βjuj. Odavde imamo

∑k
j=1 βjuj +

∑n
j=k+1(−αj)uj = θV . Me�utim, sistem vektora

{u1, . . . , uk, uk+1, . . . , un} je baza u V , pa slijedi da svi koe�cijenti prethodne linearne kombi-
nacije moraju biti jednaki nuli. Posebno, imamo αj = 0 za sve j = k + 1, n. Dakle, pokazali
smo da je sistem vektora {A uk+1,A uk+2, . . . ,A un} linearno nezavisan i prema tome baza
potprostora ImA . Na osnovu prethodnog imamo dim ImA = n− k, tj. rankA = n− k.

1.3 Operacije sa linearnim operatorima

(i) Zbir operatora A ,B ∈ L(V → W ) je operator A + B : V → W koji djeluje na slede¢i
na£in:

(A + B)u = A u+ Bu, ∀u ∈ V.
Lako je ustanoviti da A +B ∈ L(V → W ). Dakle, imamo dobro de�nisanu operaciju na skupu
svih linearnih operatora L(V → W ).

(ii) Neka je A ∈ L(V → W ), i neka je α ∈ P. Mnoºenjem operator A skalarom α ∈ P
dobijamo operator αA : V → W koji dejstvuje na sljede¢i na£in:

(αA )u = α(A u), ∀u ∈ V.

Lako je provjeriti da αA ∈ L(V → W ).
iii) Neka je A ∈ L(V → W ) i B ∈ L(W → Z). Tada moºemo de�nisati operator

B ◦A : V → Z na sljede¢i na£in:

(B ◦A )u = B(A u), ∀u ∈ V.
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GLAVA 1. LINEARNI OPERATORI 1.3. OPERACIJE

Neposredno se moºe provjeriti da je B◦A ∈ L(V → Z). Operator B◦A nazivamo proizvodom
(ili superpozicijom) operatora A i B. Umjesto B ◦A £esto ¢emo pisati BA .

Teorema 1.3.1. Neka su V i W vektorski prostori nad poljem P. Tada skup svih linearnih
operatora L(V → W ) sa operacijama sabiranja i mnoºenja operatora skalarom £ini vektorski
prostor nad poljem P.

Za dokaz je potrebno provjeriti aksiome vektorskog prostora. Napomenimo da je neutralni
element za sabiranje operatora nula-operator O ∈ L(V → W ), koji dejstvuje na na£in: Ou =
θW , ∀u ∈ V .

Primjer 1.3.2. Neka su R,P ∈ L(R2 → R2) operatori rotacije za ugao π
2
i projekcije na

x−osu. Tada je mogu¢e razmotriti dva proizvoda: RP i PR. Imamo KerRP = y − osa i
ImRP = y − osa. Za operator PR je KerPR = x− osa i ImPR = x− osa.

Slika 1.3: Dejstvo operatora PRπ/2 i Rπ/2P.

Teorema 1.3.3. Neka su A ∈ L(V → W ) i B ∈ L(W → Z) linearni operatori. Tada vaºi:
1. rankBA ≤ min{rankA , rankB};
2. rankA = dimW ⇒ rankBA = rankB;
3. rankB = dimW ⇒ rankBA = rankA .

Dokaz. 1. Kako je ImBA ⊆ ImB, imamo dim ImBA ≤ dim ImB, tj. rankBA ≤
rankB. Dokaºimo sada da je rankBA ≤ rankA . Neka je W ′ = ImA ⊆ W i razmotrimo
suºenje operatora B na potprostor W ′, tj. B|W ′ . Primijetimo da je ImB|W ′ = ImBA , pa
imamo

rankBA = dim ImBA = dim ImB|W ′ ≤ dimW ′ = dim ImA = rankA .

2. Neka je rankA = dimW . Tada je ImA = W i ImBA = ImB, pa je rankBA =
rankB.

3. Neka je rankB = dimW . Tada je defectB = 0, a to zna£i da je operator B jednoz-
na£an i prema tome preslikava linearno nezavisan sistem vektora u linearno nezavisan sistem
vektora. Neka je {u1, u2, . . . , un} baza prostora V . Odaberimo k = rankA vektora tako da
je {A ui1 ,A ui2 , . . . ,A uik} ⊆ W baza za ImA . Kako je slika ovog sistema linearno nezavisan
sistem {BA ui1 ,BA ui2 , . . . ,BA uik}, imamo rankBA ≥ k = rankA . Kako na osnovu prvog
dijela tvr�enja imamo obrnutu nejednakost, moºemo zaklju£it da vaºi rankBA = rankA .

Primjer 1.3.4. Uz oznake iz prethodnog primjera imamo rankRP = 1, dok je rankP = 1 i
R = 2.
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1.4. OBRATNI OPERATOR GLAVA 1. LINEARNI OPERATORI

1.4 Obratni operator

U ovoj sekciji ¢emo razmatrati operatore koji preslikavaju vektorski prostor V u sebe, dakle
razmatramo operatore koji pripadaju prostoru L(V → V ).

De�nicija 1.4.1. Operator I ∈ L(V → V ), I u = u, ∀u ∈ V se naziva jedini£nim operatorom
ili operatorom identiteta na prostoru V .

De�nicija 1.4.2. Operator A ∈ L(V → V ) se naziva invertibilnim, ako postoji B ∈ L(V →
V ) tako da je BA = A B = I . Tada se B naziva obratnim operatorom operatoru A .

Pokaza¢emo jedinstvenost operatora B u gornjoj de�niciji: ako je operator A invertibilan,
njegov obratni operator je jedinstven. Naime, pretpostavimo da je pored B i operator C ∈
L(V → V ) obratni za A . Tada je

B = I B = (C A )B = C (A B) = C I = C .

Teorema 1.4.3. Neka je A ∈ L(V → V ). Sljede¢i uslovi su ekvivalentni:
(1) A je invertibilan operator;
(2) A je obostrano jednozna£an operator;
(3) KerA = {θ}, tj. defectA = 0;
(4) ImA = V , tj. rangA = dimV .

Dokaz. (1) ⇒ (2): Pretpostavimo da je A invertibilni operator, tj. neka postoji linearni
operator B tako da je BA = A B = I . Kako je A B = I , za sve y ∈ V postoji x ∈ V tako
da je A x = y; naime, trebamo odabrati x = By i tada imamo A x = A By = I y = y. Ako je
A x1 = A x2, tada je BA x1 = BA x2 ⇒ I x1 = I x2 ⇒ x1 = x2. Dakle, operator A je zaista
obostrano jednozna£an.

(2)⇒ (1): Pretpostavimo da je A ∈ L(V → V ) obostrano jednozna£no preslikavanje. Tada
postoji inverzno preslikavanje A −1 : W → V . Kako je tada A −1A = A A −1 = I , dovoljno
je jo² pokazati da je A −1 linearan operator. Naime, zbog jedinstvenosti obratnog operatora,
tada moºemo zaklju£iti da je A −1 obratni operator za A . Pokaºimo sada linearnost za A −1.
Za x, y ∈ V i α, β ∈ P imamo A (αA −1x+ βA −1y) = αA A −1x+ βA A −1y = αx+ βy, pa je
A −1(αx+ βy) = αA −1x+ βA −1y.

(2) ⇒ (3): Ako je A obostarno jednozna£an, svaki vektor ima samo jednu obratnu sliku,
pa i vektor θ ∈ V . Ovo zna£i da se samo nula-vektor slika u nula-vektor, tj. KerA = {θ}.

(3) ⇔ (4) jer je defectA + rangA = dimV .
(4) ⇒ (2): Neka je ImA = V . Tada je i KerA = {θ}. Trebamo pokazati da je operator

A obostrano jednozna£an. Zbog pretpostavke o slici operatora, dovoljno je pokazati jo² da
A x1 = A x2 ⇒ x1 = x2. Naime, ako je A x1 = A x2, tada imamo A (x1 − x2) = θ, tj.
x1 − x2 ∈ KerA = {θ}, pa je x1 − x2 = θ ili x1 = x2.

Primjedba 1.4.4. Iz dokaza prethodne teoreme vidimo da je operator A ∈ L(V → V )
invertibilan ako i samo ako je A izomor�zam vektorskog prostora V , pri £emu je obratan
operator za A inverzno preslikavanje A −1.

De�nicija 1.4.5. Operator A ∈ L(V → V ) je singularan, ako je KerA 6= {θ}. Ako je
KerA = {θ}, za operator A kaºemo da je regularan.
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GLAVA 1. LINEARNI OPERATORI 1.5. MATRICA LINEARNOG OPERATORA

Iz navedenog moºemo izvesti narednu posljedicu.

Posljedica 1.4.6. Neka je A ∈ L(V → V ).
A singularan ⇔ A nije invertibilan ⇔ A nije uzajamno jednozna£an ⇔ rankA < dimV

⇔ defectA > 0.

Primjer 1.4.7. (i) Za operator Rπ
2
∈ L(R2 → R2) rotacije geometrijske ravni za ugao π

2
je

lako vidjeti da je R−1π
2

= R−π
2
.

(ii) Operator P ∈ L(R2 → R2) projekcije vektora na x-osu nema obratni operator, jer nije
uzajamno jednozna£an.

(iii) Kako jezgro operatora D ∈ L(Mn → Mn) nije trivijalan potprostor, operator D nije
invertibilan.

1.5 Matrica linearnog operatora

Neka je A ∈ L(V → W ) i neka je v = {v1, v2, . . . , vn} baza u V , a w = {w1, w2, . . . , wm} baza
u W . Vektor A vj ∈ W moºemo razloºiti po bazi prostora W na jedinstven na£in, tj. imamo

A vj =
m∑
i=1

αijwi, j = 1, n.

De�nicija 1.5.1. Matricom operatora A ∈ L(V → W ) u bazama v i w nazivamo matricu

A(v, w) =


α11 α12 . . . α1n

α21 α22 . . . α2n
...

...
...

...
αm1 αm2 . . . αmn

 ∈ Pm×n.

Isatknimo da su kolone matrice linearnog operatora A ∈ L(V → W ) koordinatne repreze-
ntacije vektora baze prostora V u bazi prostora W i da je prema tome format matrice jednak
m× n = dimW × dimV .

Primjer 1.5.2. Neka je dat operator projekcije P ∈ L(R2 → R2) i izaberimo bazu v = {v1, v2}

u prostoru R2, gdje je v1 =

(
1
1

)
i v2 =

(
−4
2

)
.

Kako bismo na²li matricu operatora u ovoj bazi, potrebno je na¢i slike svih vektora iz baze:

Pv1 =

(
1
0

)
, Pv2 =

(
−4
0

)
.

Dalje, potrebno je dobijene vektore razloºiti po izabranoj bazi:

Pv1 =

(
1
0

)
= α11

(
1
1

)
+ α21

(
−4
2

)
.

Odavde imamo:

α11 − 4α21 = 1, α11 + 2α21 = 0⇒ α11 =
1

3
, α21 = −

1

6
.

9



1.5. MATRICA LINEARNOG OPERATORA GLAVA 1. LINEARNI OPERATORI

Dobijene koe�cijente α11, α21 moºemo upisati u prvu kolonu matrice.
Nastavimo sada sa slikom drugog vektora u bazi:

Pv2 =

(
−4
0

)
= α12

(
1
1

)
+ α22

(
−4
2

)
.

Tada je:

α12 − 4α22 = −4, α12 + 2α22 = 0⇒ α12 = −
4

3
, α22 =

2

3
.

Matrica operatora P u bazi v je

P (v) =

(
1/3 −4/3
−1/6 2/3

)
.

Sada na�imo matricu istog operatora u standardnoj bazi e = {e1, e2}, gdje je e1 =
(

1
0

)
i

e2 =

(
0
1

)
. Prije svega imamo

Pe1 =

(
1
0

)
= e1 = 1 · e1 + 0 · e2 i Pe2 =

(
0
0

)
= 0 · e1 + 0 · e2,

pa moºemo zaklju£iti da je matrica operatora u bazi e:

P (e) =

(
1 0
0 0

)
.

Primjer 1.5.3. Na�imo matricu operatora rotacije Rπ
2
∈ L(R2 → R2) u standardnoj bazi

e = {e1 =
(

1
0

)
, e2 =

(
0
1

)
} u R2.

Lako je vidjeti da je

Rπ
2
e1 = e2 = 0 · e1 + 1 · e2 i Rπ

2
e2 = −e1 = −1 · e1 + 0 · e2,

pa imamo

Rπ
2
=

(
0 −1
1 0

)
.

Primjer 1.5.4. Razmotrimo operator diferenciranja D ∈ L(Mn →Mn), i izaberimo u prostoru
Mn bazu v = {1, t, t2, . . . , tn}. Imamo

D1 = 0 = 0 · 1 + 0 · t+ · · ·+ 0 · tn;
Dt = 1 = 1 · 1 + 0 · t+ · · ·+ 0 · tn;
Dt2 = 2t = 0 · 1 + 2 · t+ 0 · t2 + · · ·+ 0 · tn;
Dt3 = 3t2 = 0 · 1 + 0 · t++3 · t2 + · · ·+ 0 · tn
...

Dtn = ntn−1 = 0 · 1 + 0 · t+ · · ·+ n · tn−1 + 0 · tn.

10
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Uvr²tavaju¢i dobijene koe�cijente razlaganja redom u kolone, dobi¢emo matricu operatora D
u izabranoj bazi

D(v) =



0 1 0 0 . . . 0
0 0 2 0 . . . 0
0 0 0 3 . . . 0
...

...
...

. . . . . .
...

0 0 0 0
. . . n

0 0 0 0 . . . 0


.

Napomenimo da je matrica D(v) formata (n+ 1)× (n+ 1).
Odredimo sada matricu istog operatora u drugoj bazi w = {1, t, t2

2!
, t

3

3!
, . . . , t

n

n!
}. Na�imo slike

vektora baze i njihova razlaganja:

D1 = 0 = 0 · 1 + 0 · t+ · · ·+ 0 · t
n

n!
;

Dt = 1 = 1 · 1 + 0 · t+ · · ·+ 0 · t
n

n!
;

D
t2

2!
= t = 0 · 1 + 1 · t+ 0 · t

2

2!
+ · · ·+ 0 · t

n

n!
;

D
t3

3!
=
t2

2
= 0 · 1 + 0 · t+ 1 · t

2

2!
+ · · ·+ 0 · t

n

n!
;

...

D
tn

n!
=

tn−1

(n− 1)!
= 0 · 1 + 0 · t+ · · ·+ 1 · tn−1

(n− 1)!
+ 0 · t

n

n!
.

Uvrstimo u kolone i dobijemo matricu u novoj bazi:

D(w) =



0 1 0 0 . . . 0
0 0 1 0 . . . 0
0 0 0 1 . . . 0
...

...
...

. . . . . .
...

0 0 0 0
. . . 1

0 0 0 0 . . . 0


.

Sada smo na²li na£in da linearne operatore zapi²emo uz pomo¢ matrica. Ovo je vaºno,
budu¢i da matrice moºemo jednostavno zapisati i da imamo prili£no znanja o njima. Ipak,
vidimo da situacija nije tako jednostavna, budu¢i da matrica operatora zavisi od izbora baze.
Kako smo vidjeli na primjeru operatora projekcije, u razli£itim bazama njegove matrice iz-
gledaju potpuno razli£ito.

Podsjetimo da prema dogovoru operatore ozna£avamo velikim latinskim pisanim slovima.
Njihove matrice ¢emo ozna£avati odgovaraju¢im velikim ²tampanim slovima. Pri tome u
zagradama ¢emo pisati oznaku za bazu, kako bi bilo jasno da je matrica upravo u toj bazi.
Recimo, ako je D operator diferenciranja, sa D(v) ¢emo ozna£avati matricu tog operatora u
bazi v. Naglasimo da ¢emo oznaku za bazu izostavljati kada je jasno u kojoj bazi radimo.
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Nakon ²to smo zaklju£ili da matrica operatora zavisi od izbora baze, vidje¢emo da matrica
operatora ipak zadrºava neke osobine tog operatora, bez obzira na izbor baze. Recimo, mogli
smo primijetiti da u gore navedenim primjerima matrice istog operatora uvijek imaju isti rang
i da je taj rang jednak rangu operatora. Naprimjer, obije matrice operatora projekcije imaju
rang 1, matrica operatora rotacije je ranga 2, dok su obije matrice operatora diferenciranja
ranga n. To nas navodi da formuli²emo sljede¢e tvr�enje.

Teorema 1.5.5. Rang matrice A(v, w) operatora A ne zavisi od izbora baza v i w i jednak je
rangu operatora A .

Dokaz. Saglasno de�niciji rankA = dim ImA , a po Teoremi 1.2.6 je

ImA = Lin{A v1,A v2, . . . ,A vn},

pa je dakle rankA = dimLin{A v1,A v2, . . . ,A vn}. Po de�niciji matrice linearnog operatora
A(v, w) = (A v1(w)A v2(w) . . .A vn(w)), gdje je A vj(w), j = 1, n, vektor koordinata za A vj u
bazi w. Kako je rankA(v, w) broj linearno nezavisnih kolona, tj. broj linearno nezavisnih vek-
tora u sistemu {A v1,A v2, . . . ,A vn}, imamo rankA(v, w) = dimLin{A v1,A v2, . . . ,A vn} =
rankA .

Lema 1.5.6. Neka su v i w baze u prostorima V i W , redom i A ,B ∈ L(V → W ). Matrica
operatora A + B je A(v, w) +B(v, w), a matrica operatora αA je αA(v, w).

Dokaz. Neka je v = {v1, v2, . . . , vn} baza u V , a w = {w1, w2, . . . , wm} baza u W i

A vj =
m∑
i=1

αijwi, Bvj =
m∑
i=1

βijwi, j = 1, n.

Tada je

(A + B)vj =
m∑
i=1

(αij + βij)wi, (αA )vj =
m∑
i=1

(ααij)wi, j = 1, n.

Kako je matrica operatora jedinstvena, moºemo zaklju£iti da je matrica operatora A + B u
izabranim bazama jednaka zbiru matrica A(v, w) + B(v, w), a da je matrica operatora αA
jednaka αA(v, w).

Teorema 1.5.7. Dimenzija vektorskog prostora L(V → W ) je dimW × dimV .

Dokaz. Odaberimo baze v i w u prostorima V i W , redom. Tada svakom operatoru A ∈
L(V → W ) odgovara ta£no jedna matrica A(v, w) formata dimW×dimV . Operacije sabiranja
operatora i mnoºenja operatora brojem odgovaraju operacijama sabiranja matrica i mnoºenja
matrica brojem. Dakle, vektorski prostor svih linearnih operatora L(V → W ) je izomorfan
prostoru matrica formata dimW ×dimV . Kako izomorfni vektorski prostori imaju iste dimen-
zije, slijedi da je dimenzija vektorskog L(V → W ) jednaka dimW · dimV .

Teorema 1.5.8. Neka su V , W i Z vektorski prostori nad poljem P i v, w i z baze u tim
prostorima. Neka su A ∈ L(V → W ) i B ∈ L(W → Z) i A(v, w) i B(w, z) matrice operatora
u izabranim bazama. Matrica superpozicije operatora BA ∈ L(V → Z) je proizvod matrica
B(w, z)A(v, w).
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Dokaz. Neka je v = {v1, v2, . . . , vn} baza u V , w = {w1, w2, . . . , wm} baza u W i z =
{z1, z2, . . . , zl} baza u prostoru Z. Neka su

A(v, w) =


α11 α12 . . . α1n

α21 α22 . . . α2n
...

...
...

...
αm1 αm2 . . . αmn

 ∈ Pm×n i B(w, z) =


β11 β12 . . . β1l
β21 β22 . . . β2l
...

...
...

...
βn1 βn2 . . . βnl

 ∈ Pn×l

matrice operatora A ∈ L(V → W ) i B ∈ L(W → Z) u izabranim bazama. Tada je

A vj =
m∑
i=1

αijwi, j = 1, n, Bwi =
l∑

k=1

βkizi, i = 1,m,

pa imamo

(BA )vj = B(A vj) = B

(
m∑
i=1

αijwi

)
=

m∑
i=1

αijBwi

=
m∑
i=1

αij

l∑
k=1

βkizk =
l∑

k=1

(
m∑
i=1

βkiαij

)
zk, j = 1, n.

Dakle, matrica linearnog operatora BA je zaista proizvod matrica B(w, z)A(v, w).

Primjedba 1.5.9. Na osnovu prethodne teoreme moºe se dati novi dokaz Teoreme 1.3.3 koji
se oslanja na sli£nom tvr�enju o rangu proizvoda matrica.

1.6 Transformacija matrice linearnog operatora pri pre-

lasku na novu bazu

Po²to smo se u prethodnoj sekciji ubijedili da matrica operatora zavisi od izbora baze, vidjeli
smo i to da ipak ne moºe bilo koja matrica biti matricom datog operatora. Matrice zadrºavaju
neka svojstva operatora, nezavisno od baze, recimo jedna takva invarijana je rang.

U ovoj sekciji ¢emo se baviti pitanjem kako se mijenja matrica operatora prilikom zamjene
baze. Po£nimo od slu£aja kada se osnovni prostor i prostor slika razlikuju, tj. kada je dimV 6=
dimW , a kasnije ¢emo razmotriti slu£aj kada je V = W .

Lema 1.6.1. Neka je A ∈ L(V → W ) i neka je A(v, w) matrica operatora A u bazama
v = {v1, v2, . . . , vn} i w = {w1, w2, . . . , wm} prostora V i W . Neka je x ∈ V i neka je x(v) ∈
Pn×1 koordinatna reprezentacija vektora x u bazi v. Tada za koordinatnu reprezentaciju vektora
y = A x ∈ W u bazi w vaºi y(w) = A(v, w)x(v) ∈ Pm×1.

Dokaz. Ako je x =
∑n

j=1 xjvj razlaganje vektora x po bazi v, tada je x(v) =


x1
x2
...
xn

 ∈ Pn×1.
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Neka je A(v, w) =


α11 α12 . . . α1n

α21 α22 . . . α2n
...

...
...

...
αm1 αm2 . . . αmn

 ∈ Pm×n matrica linearnog operatora A u bazama

v i w. Tada vektor A vj ∈ W moºemo razloºiti po bazi prostora W :

A vj =
m∑
i=1

αijwi, j = 1, n.

Sada imamo

y = A x =
n∑
j=1

xjA vj =
n∑
j=1

xj

m∑
i=1

αijwi =
m∑
i=1

(
n∑
j=1

αijxj

)
wi.

Dakle,

y(w) =


∑n

j=1 α1jxj∑n
j=1 α2jxj

...∑n
j=1 αmjxj

 =


α11 α12 . . . α1n

α21 α22 . . . α2n
...

...
...

...
αm1 αm2 . . . αmn



x1
x2
...
xn

 = A(v, w)x(v).

Neka je A ∈ L(V → W ), v i v′ baze u V, w i w′ baze u W , a A(v, w) i A(v′, w′) su matrice
operatora A u izabranim bazama.

Teorema 1.6.2. Neka je S ∈ Pn×n matrica prelaska iz baze v u v′ i Q ∈ Pm×m matrica prelaska
iz w u w′. Tada je

A(v, w)S = QA(v′, w′).

Dokaz. Neka je x ∈ V i y = A x ∈ W . Ozna£imo sa x(v) i y(w) koordinate vektora x i y u
bazama v i w, redom. Tada je

y(w) = A(v, w)x(v), y(w′) = A(v′, v′)x(v′). (1.1)

Kako su S i Q matrice prelaska, imamo

x(v) = Sx(v′), y(w) = Qy(w′). (1.2)

Kombinuju¢i (1.1) i (1.2), dobijamo:

Qy(w′) = A(v, w)Sx(v′).

Ako u posljednju jednakost uvrstimo drugu jednakost iz (1.1), nalazimo

QA(v′, w′)x(v′) = A(v, w)Sx(v′).

Kako je vektor x proizvoljan, iz posljednje jednakosti imamo

QA(v′, w′) = A(v, w)S,

a to je bilo potrebno da se pokaºe.
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Teorema 1.6.3. Neka je A ∈ L(V → W ) i rankA = r. Tada postoje baze v u V i w u W ,
tako da je

A(v, w) =

(
Ir O
O O

)
= G.

Dokaz. Neka je A(v′, w′) matrica linearnog operatora A u nekim bazama v′ i w′. Postoje
regularne matrice P i Q takve da je:

A(v, w) = PGQ. (1.3)

Izaberimo nove baze na sljede¢i na£in: v = v′Q−1 i w = w′P . Tada je

A(v, w)Q = P−1A(v′, w′).

Ako uvrstimo posljednju jednakost u (1.3) proizilazi

A(v, w) = P−1A(v′, w′)Q−1 = P−1PGQQ−1 = G.

Posljedica 1.6.4. Neka je A ∈ L(V → W ). Tada su sve matrice operatora A me�usobno
ekvivalentne i njihov rang je jednak rangu operatora A .

Sada razmotrimo slu£aj kada operator djeluje iz prostora V u sebe. U tom slu£aju nemamo
slobodu izbora dvije baze, ve¢ samo jedne.

Teorema 1.6.5. Neka je A ∈ L(V → V ), neka su v i v′ dvije baza u V i S matrica prelaska,
tj. v′ = v · S. Tada je

A(v′) = S−1A(v)S.

Dokaz. Neka je x proizvoljan vektor iz V i y = A x ∈ V . Tada je

y(v) = A(v)x(v), y(v′) = A(v′)x(v′),

a tako�e je x(v) = Sx(v′) i y(v) = Sy(v′). Kombinuju¢i prethodne jednakosti dobijamo:

S−1A(v)Sx(v′) = A(v′)x(v′).

Kako je x ∈ V proizvoljan vektor, iz posljednje jednakosti slijedi S−1A(v)S = A(v′), a to je
tvr�enje na²e teoreme.

De�nicija 1.6.6. Matrice P iQ formata n×n su sli£ne, ako postoji regularna matrica S ∈ Pn×n
takva da je P = S−1QS.

Posljedica 1.6.7. Matrice operatora A ∈ L(V → V ) u razli£itim bazama su me�usobno sli£ne.

Teorema 1.6.8. (i) Ako su matrice A i A′ sli£ne, tada vaºi detA′ = detA.
(ii) Vaºi det(A− tI) = det(A′ − tI), ∀t ∈ P (I je jedini£na matrica).
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Proof. Kako je detA′ = det(S−1AS) = det(S−1) det(A) det(S) = det(S)−1 det(A) det(S) =
detA imamo prvi dio tvr�enja. Iz jednakosti A′ = S−1AS slijedi da za sve skalare t ∈ P imamo
A′ − tI = S−1(A− tI)S, pa drugi dio na²eg tvr�enja slijedi iz prvog dijela.

De�nicija 1.6.9. Determinantom linearnog operatora A ∈ L(V → V ) se naziva detA(e).
Oznaka: det A ozna£ava determinantu operatora A .

Imaju¢i u vidu prethodno tvr�enje, de�nicija koju smo upravo naveli je korektna, jer, sa-
glasno svojstvima sli£nih matrica, determinanta matrice operatora ne zavisi od izbora baze.
Dakle, nije vaºno koja konkretno baza je izabrana u prethodnoj de�niciji.

Kona£no, zaklju£ujemo da je, i pored odre�enih nijansi, situacija sa operatorima iz V u V
analogna situaciji sa kvadratnim matricama. Izme�u ostalog, uz zaklju£ak na kraju Sekcije 4.4
moºemo dodati i sljede¢e:

Napomena 1.6.10. Neka je A ∈ L(V → V ). Tada je detA = 0 ako i samo ako je operator
A singularan.

Primjer 1.6.11. Operator Rπ
2
∈ L(R2 → R2) je regularan (detRπ

2
= 1), dok je operator

D ∈ L(Mn →Mn) singularan.

Zadatak 1.6.12. Vratimo se na primjer operatora projekcije P iz prethodne sekcije koji je
singularan. Provjeriti da za matrice

P (v) =

(
1/3 −4/3
−1/6 2/3

)
i P (e) =

(
1 0
0 0

)
.

vaºi da je P (v) = S−1P (e)S, gdje je S matrica prelaska iz baze v u standardnu bazu e u R2.
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